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RESUMO - A geometria fractal permite a interdisciplinaridade com
diversos temas da Matematica e de outras areas, desde as ciéncias
naturais as econémicas e a tecnologia. O presente trabalho aborda a
construcdao de um fractal como aplicacdo de um teorema muito
importante da geometria plana, conhecido como Teorema de
Napoledo. Aplicamos o Teorema de Napoledo em um triangulo
equildtero obtendo a famosa estrela de Davi, as pontas da estrela
formam novos triangulos equildteros e o Teorema é novamente
utilizado, este processo é aplicado sucessivamente e o resultado
obtido é um fractal que se assemelha com a curva de Koch. O objetivo
deste trabalho é encontrar o perimetro e a drea do fractal, para isto,
conceitos de geometria plana, semelhanca e congruéncia de tridngulos
e também alguns tdpicos de matematica discreta, sequéncias e séries
numeéricas serao necessarios para atingir tal objetivo.
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ABSTRACT - Fractal geometry allows for interdisciplinary with various
topics in mathematics and other fields, from the natural sciences to
economics and technology. The present work approaches the
construction of a fractal as an application of a very important theorem
of plane geometry, known as Napoleon's Theorem. We apply
Napoleon's theorem in an equilateral triangle obtaining the famous
Star of David, the star's ends form new equilateral triangles and the
theorem is used again, this process is applied successively and the
result obtained is a fractal that resembles the curve of Koch. The
objective of this work is to find the perimeter and the fractal area, for
this, concepts of plane geometry, similarity and congruence of
triangles and also some discrete math topics, sequences and numerical
series will be necessary to achieve this goal.
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1. INTRODUCAO

O Teorema de Napoledo é um dos
classicos teoremas na drea de geometria que
apresenta diversas provas, generalizagOes,
variantes e que por muitas vezes vem sido
esquecido e pouco estudado em cursos de
graduacdo em Matematica.

Napoledo Bonaparte (1769 — 1821)
famoso pelo seu trabalho na drea militar e na
area politica apresentava um grande
interesse na area das ciéncias,
principalmente na Matematica. Apesar de
nao haver provas que comprove que
Napoledo é o verdadeiro autor, o Teorema
de Napoledo tem se esse nome em
homenagem ao soldado.

A Geometria Fractal, uma area
matemadtica pouca estudada durante os
cursos de graduagdo, tem o objetivo de
estudar os fractais. Os fractais sado figuras na
qgual cada uma apresenta uma caracteristica
Unica durante todo seu dominio, de modo
gue cada parte da figura é encontrada uma
imagem de si prépria. Um dos exemplos mais
conhecidos de fractais é a Curva de Koch
(Floco de Neve), como pode ser visto na
Figura 1.

Figura 1. Floco de Neve.

Fonte: Nunes 2006

Neste Trabalho, utilizaremos o
Teorema de Napoledo na construcao de um
fractal, aplicaremos o Teorema de Napoledo
em um triangulo equildtero e depois
aplicaremos novamente nos triangulos
menores formados nas extremidades da
figura e assim sucessivamente. A figura
encontrada se assemelha com a famosa
Curva de Koch, porém, o fractal formado nao
foi encontrado nas bibliografias atuais.

Desse modo, o objetivo do trabalho é
verificar se é possivel aplicarmos o teorema
infinitas vezes em um tridngulo equilatero, e

se possivel encontrarmos a drea e o
perimetro do fractal formado.

2. METODOLOGIA

A O presente trabalho estd incluso em
uma atividade de pesquisa individual do
grupo PET Conexdes de Saberes Matematica
UFMS/CPTL, que tem o objetivo de relembrar
e/ou aprofundar o conhecimento em
conceitos matematicos que por muitas vezes
sdo esquecidos ou poucos estudados durante
a graduacao.

O trabalho surgiu apds uma pesquisa
sobre Teoremas matematicos esquecidos, na
qual foi estudado o conceito e a
demonstracdo do Teorema de Napoledo.
Apds isso, aplicamos o teorema em um
tridngulo equildtero de lado I, assim obtemos
a seguinte figura:

Figura 2. Estrela de Davi.

Fonte: O Autor.

Dessa forma, a figura 2 é conhecida
como sendo a famosa Estrela de Davi simbolo
do judaismo. Que consiste em dois triangulos
iguais com posicOes opostas, assim pode ser
obtido a drea e o perimetro da estrela em
funcdo do lado L.

Os tridngulos menores presentes nas
pontas da estrela sdo tridngulos equildteros,
possibilitando a aplicacdo do teorema
novamente nesses tridngulos, e assim
sucessivamente, formando assim um fractal.
Assim formamos as seguintes figuras
conforme cada  estagio/aplicagdo do
Teorema:
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Figura 3. Estagio 1.

Fonte: O Autor.

Figura 4. Estagio 2.

Fonte: O Autor.

Figura 5. Estagio 3.

Fonte: O Autor.

3. RESULTADOS E DISCUSSOES
3.1. TEOREMA DE NAPOLEAO

A demonstracdo do Teorema pode ser
feita de diversas maneiras, mas aqui
provamos por propriedades de semelhanca
de tridngulos.

Teorema de Napoledo: Seja AAEC um
triangulo arbitrario, se em seus lados forem
construidos  tridangulos  equilateros, os
ortocentros desses triangulos formara um
novo triangulo equildtero. A ilustracdo do
teorema pode ser visto na imagem a seguir:

86

Figura 6. Teorema de Napoledo.

Fonte: O Autor.

Dem: Seja AAEC o triangulo original.
Escolha D, E e F pontos exteriores ao
triangulo AABC tais que AADE, ABEC e
AAFC sejam triangulos equilateros, com
centroides X, ¥ e Z, respectivamente.

Do fato dos triangulos AFEC e AAEC
serem equildteros, temos:

FC = AC e EC = BC,
e
FCB = 60°+ ACB = ACE.

Desta forma, os triangulos AAEC e
AFEC s3o congruentes, e assim obtemos
AE =FB, analogamente wusando os
triangulos ADEC e AAEC mostramos que
AE = DC.

Notemos que como X, ¥ e £ sdo
centroides dos tridngulos equilateros AADE,
ABEC e AAFC, entio:

{ {
zel=2,  jer=Zisel
3 3
Dessa forma, temos que:
IZC| _[CY] 3
IFC| |BC] 3°
e ainda, como
ZCY =ZCA+ACB+ BCY =30+ ACB +
30° = FCB

obtemos que os tridngulos AFCE e AZYC sdo
semelhantes, o que nos da
|ZC| _|CY| _|VZ| <3
IFC| [BC| [BF| 3°
Agora, temos que:
ABE = ABY + YBE = ABY + 30° = XBY,
e

(D
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- NE — NE
| Y|=?IBE|, IBX|=?IHAI.
Isto nos da que os triangulos AABE e
AXEY sdo semelhantes, entdo temos que:
|AE| |BA| |BE|
—=—=— (1)
|X¥Y| |BX| |BY]|
Por ultimo temos:
DAC = DAX + XAC = 30°+ XAC = XAzZ,
e

f {
azi = 1ae %A = Al

Logo, os tridngulos ADAC e AXAZ s3o
semelhantes, o que nos da:

IDC| _|DA| _|AC|

— =——=— ()

|XZ| |AX| |AZ]

Agora, de (1), (1) e (Ill), temos:

IDC| _|BF| _|AE]|

Xz| |[¥Z| XY

Mas, como |BF|=|DC|= |AE]|
entdo teremos que |XZ|=|VZ|= |XT|.
Portanto, o tridngulo AXY Z é equilatero.

3.2. TEOREMA DE NAPOLEAO NO
TRIANGULO EQUILATERO

Agora, supondo que o tridngulo
original AAEC seja equildtero, o Teorema de
Napoledo nos garante que o triangulo
formado AXYZ também serd equildtero.
Agora, utilizando também propriedades de
semelhanca de triangulos temos que os

triangulos AAEC e AXY Z serdo congruentes.

Figura 7. Demonstracao do Teorema de
Napoledo.

Fonte: O Autor.

Dem: Seja AABC um triangulo
equildtero, de (I) da demonstracdo do
teorema anterior, temos:
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l¥z| _|BY]
ICF| |BC]|
7Z|IBT| = [BYI[TF,
mas, |BY| =“"3—3|_C|, entdo
o V3 __
|YZ||BC| = — |ECI|CF]|
'_3
v3
|YZ||EC|—?|EC||CF|=EI
43
IBCI(IYEI—?ICH:
3
|YZ| = — |CF]|
3|—
— 3Ivd
|CF|=T|YE|

Sendo W ponto médio de |AC|, ent3o
|EW| e |[FW| s3o a altura relativa dos
tridangulos AABC e AACF respectivamente, e
como o AAEC é equilatero, temos que:
~Be]

2
Logo, utilizando o Teorema de
Pitagoras, temos:

-, 1 ___
|BW| = [AC| =
2

e ainda, sendo W também ponto médio de
|BF|, ent3o:

1 __ 133 __ A3 __
C ==|CF|==—|¥Z|=—|¥VZ|, (I
||2||23||2||(f]
Assim, de (I} e (II), temos
V3, V3 __
— |¥YZ| = —|BC|
2 __ 2
I¥Z| = |EBC|
Portanto,
AXYZ = AABC.

Assim, a primeira aplicacdo do
Teorema de Napoledo em um tridangulo
equilatero nos da a seguinte figura:
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Figura 8. Estrela de Davi.

Y

Fonte: O Autor

A figura consiste em 2 triangulos
congruentes de posicdes opostas, o que
corresponde a famosa Estrela de Davi
simbolo do judaismo.

3.3. DECOMPOSICAO DA FIGURA

Assim, observando a figura 7, vemos
gue ela consiste em 6 tridngulos menores e 1
hexagono central. Vamos provar que os
triangulos sdo equilateros e o hexagono
central é regular.

Figura 9. Demonstracdo Tridngulos Menores.

o
(o]

Fonte: O Autor.

Seja W o ponto médio do segmento
AEB, assim, CW serd a altura relativa do
tridngulo AABC, e sabendo que XW ¢
colinear a XC, pois temos que X é o
ortocentro do triangulo equildtero gerado
pelo lado AE, como
CWB = 907, consequentemente
XWR = 90°, Dessa mesma forma, a bissetriz
do AXYZ relativa ao angulo ZXY também
serd colinear ao segmento XW, assim
teremos que o angulo WXR = 307 assim
sendo o angulo XRW = 60°, assim:

QXR = XRQ = RQX = 60°.
Portanto, o tridngulo menor AQXR ¢é
equilatero. Analogamente, teremos que os 6
triangulos menores serdo equilateros.
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Como vimos, 0s angulos
WXR =CX5=30° e ainda, da mesma
forma, obteremos que o angulo
WCT = XC5 = 30°, entdo

CXS + XC5 + C5X = 180°

CSX = 120°,

Portanto, semelhantemente teremos
que todos os angulos internos do hexagono
central serdo de 120°, ou seja, o hexagono
central da estrela serd um hexagono regular.
Dessa forma, temos que os tridangulos
equilateros menores possuiram o mesmo
tamanho.

3.4. PERIMETRO E AREA DA ESTRELA

Seja um tridngulo AABC equilatero de
lado I, logo como vimos, ao aplicarmos o
teorema, nos resultard na Estrela de Davi,
gue se decompde em 6 tridngulos menores
equilateros iguais e 1 hexdgono regular
central.

Seja o lado AF do tridngulo, logo o
lado é dividido em 3 tridngulos menores,
como os tridngulos possuem o mesmo
tamanho, entdo o lado de cada triangulo

menor sera E Entdo, o perimetro da estrela

sera:
l
P =12.— = 4l
3

Como vimos, a estrela é formada por
2 tridngulos iguais com posicdes opostas,
entdo a drea da estrela é formada pela a area
dos dois triangulos maiores menos a darea
hexagono central. Logo, como o lado do

-

3t . A
a altura dos triangulos

-
.

hexagono mede ; e

maiores. Entdo:
/3

=

3.5. APLICACAO INFINITA DO TEOREMA DE
NAPOLEAO

Como vimos, ao aplicarmos a 1° vez o
Teorema em um tridngulo equilatero, surge 6
triangulos menores equildteros iguais. Dessa
forma, podemos aplicar novamente o
Teorema nesses tridngulos, e assim
sucessivamente aplicando nos tridngulos
formados no exterior da figura, formando um
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fractal. Assim, sabendo que em cada estagio
é uma nova aplicacdo do Teorema, e focando
apenas em uma parte da figura e depois
generalizando, temos:

Figura 10. 1° Aplicacdo do Teorema.

%

Fonte: O Autor.

Figura 11. 2° Aplicacdo do Teorema.

%

Fonte: O Autor

Figura 12. 3° Aplica¢do do Teorema.

:

Fonte: O Autor

Figura 13. 4° Aplicacdo do Teorema.

:

Fonte: O Autor.
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Figura 14. 5° Aplicacdo do Teorema.

Fonte: O Autor.

O tridngulo A4BC inicial possui lado I,
entdo cada estdgio os lados novos irdo ter
proporcdo de 1/3 em relacdo ao lado do
estdgio anterior, e ainda a cada estagio irdo
ser fixados alguns lados que ndo se dividem,
assim construimos a seguinte tabela:

Tabela 1. Proporgdo dos lados da figura.

Estagio Lados | Proporgdao | Lados | Proporcao
Fixos Novos
1 - - 253 1/3
2 - - 24,3 1
3:
3 223 1 2437 1
32 a8
4 2%3 1 2438 1
32 34
2232 1
33
5 273 1 2434
3z 3=
2237 1
33
2:3! l
34

Fonte: O Autor.

Dessa forma, seja P, o perimetro para
o n° estagio, entdo:

Colloquium Exactarum, v. 11, n3, Jul-Set. 2019, p. 84 —91. DOI: 10.5747/ce.2019.v11.n3.e287




P —2233’ 12232 : 4 2433 !
N 32 33 34 ’

_21 221 233' 443'
P, =237 +2737 5+273° 7+ 2%3

357
n—2 n—2
l l 22 24
— 2ok 4 -1 —
Po= ) PFGmRIS ) SIS
k=1 . k=1
2°l . 41
= —m-2+29)=—(n+2),
—( )= S (n+2)
Logo, o perimetro da fractal, sera
4l
P—&l_:r}r;lan = ?}ﬂg(n+2j— +co.

Dessa forma, temos que o perimetro do
fractal diverge.

Agora, para encontrar a drea da figura,
temos que observar que sempre ird surgindo
novos triangulos menores, entdo podemos
ver a relacdo dos lados dos novos tridangulos
vendo a préxima figura que contém a tabela:

Tabela 2. Proporc¢ao dos Triangulos da figura.

Estagio Triangulos | Propor- Triangulos | Propor-
Fixos ¢ao Novos ¢do

1 - - 2.3 1
3
2 2.3 1 22.3 1
3 32
3 2.3 1 2737 1
3 3@

22,3 1

32
4 2.3 1 2137 1
3 34

22,3 1

3:

2: 3: l

33
5 2.3 1 273* !
3 35

22,3 1

32

2731 l

33

- 1

2-3* F

Fonte: O Autor.

Mas, temos a area de um triangulo
equilatero é de %12, entdo sabendo que o
estagio 1 é a Estrela de Davi, uma area ja
conhecida, temos:

B V312

1 3

90

312 A
A, = + 2°.3.— (=) ;
27 73 el
v 3l° R T I A Y l
Ay = + 22 3.—(—ﬂ) +23*—(—) ;
? 4 \32 4 \33

H_E@EF a2 l 2 ! 3 ! 4 l _

An_ 3 +‘in (3§+3 ¥+3 E‘FE —+)—

V312
3

g Il
+»*31*(—+ +—+—+---)=

1 7
Mas, temos que X =;(3)“*, quando n tende

ao infinito, é uma série geométrica com razao
a, —1<a=<1, entdo a série converge.
Portanto, a area do fractal é dada por:

A=lim A,
1 —*oo
NES _ n 1y FH2

- 55 1)

Jim (57 3) )

V3 . N3 . T3
:_i¢ _I__l.c —__  ]=&

3 18 18

4. CONCLUSAO

Ao aplicarmos o Teorema de
Napoledo em um triangulo equildtero infinito
vezes nos resultard em um fractal que é uma
figura que ainda nao tinha sido explorada.
Entdo, no trabalho conseguimos explorar
mais esse fractal mostrando que é possivel
fazer sua construcdo e descobrirmos que a
figura formada pela superficie apresentard
um perimetro infinito e uma drea finita.

Portanto, no trabalho podemos
explorar e relembrar propriedades e
conceitos da geometria, da dlgebra e do
calculo, que ja foram esquecidas ou que nao
foram estudadas durante o curso de
graduagdo. Sendo assim, tivemos um
desenvolvimento esperado para o objetivo
da atividade do programa e, além disso,
contribuindo para um melhor
desenvolvimento nas matérias do curso de
Matematica e para uma futura pds-
graduacao.
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